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REZONANS MECHANICZNY PRZY DRGANIACH SKRETNYCH
PRETA LEPKOSPREZYSTEGO

ANNA FORYS i ANDRZE] FORYS (KRAKOW)

1. WsTEP

Praca dotyczy zjawiska rezonansu w precie wykonanym z materiatu lepkospre-
zystego. Skorzystano z podanego w [1] réwnania drgan skretnych preta lepkospre-
zystego 1 rozwiazano to réwnanie dla przypadku, gdy mozna pominaé bezwladnosé
preta w stosunku do bezwladno$ci masy umocowanej na swobodnym jego koncu.
W czgéci do$wiadczalnej zbadano pelzanie preta, drgania wlasne preta oraz zalezno$é
amplitudy drgan wymuszonych od czgstotliwosci momentu wymuszajacego. Nastep-
nie zestawiono wyniki teorii i doswiadczenia.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA I WYPROWADZENIE ROWNANIA
Rozwazmy pret z materiatu lepkosprezystego o stalym przekroju kolowym.
Przy zatozeniu, ze odksztalcenie zachodzi bez zmiany objgtosci oraz ze przekroje
pozostaja plaskie, réwnanie drgan skretnych preta ma zgodnie z [1] postaé

@D oW e r 0= [ we(1=0) pux(x, 0) dO]=pi* 9 (x, 1),
0

gdzie ¢ (x, t) oznacza kat skrecenia przekroju o wspdtrzednej x w chwili 7, R jest
promieniem preta, J,=7nR*/2 biegunowym momentem bezwladnosci pola przekroju,
v (t) funkcja relaksacji dla skrecania, w (0)=G, P s
modulem sztywno$ci natychmiastowej, p liniowa Y /IU'// T
gestoscia preta, i=R/)/2 ramieniem bezwladnodci !
oraz ¢,=dp[ox.

Przyjmujemy, ze gérny koniec x=0 preta (prob-
ki) jest zamocowany nieruchomo, dolny jego ko-
niec x=1/, obciazony symetrycznie masa wzgledem
osi x, zwisa swobodnie i jest poddawany dziataniu
zmiennego sinusoidalnie w czasie momentu (rys. 1)
sity. Wektor momentu sily ma kierunek osi
x. Zakladamy, ze moment bezwladno$ci masy ob-
cigzajacej jest znacznie wigkszy od momentu bez- Rys. 1
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wladnosci prébki wzgledem osi obrotu oraz Ze naprezenia w precie spowodov‘./ane
przez obciazenie sa do pominigcia. Zatem przyjecie p=0 w réwnaniu (2.1) daje
réwnanie drgan skretnych rozwazanego preta

(2.2) Go Pxx (%, )= [ Yo(1—0) prx(x, 0) d0=0.
; 0

Uwzglgdnienie zamocowanej na koncu preta masy prowadzi zgodnie z [1] do warun-
kéw brzegowych (¢=0):

23) Jo[Gop(l)— [ wo(t=0) 9, 0)d0]+Jp(l, )= Mosinot,  ¢(0,1)=0,
0

gdzie wprowadziliSmy nastepujace oznaczenia:'J oznacza moment bezwladnosci
masy obciazajacej, M, amplitud¢ momentu wymuszajacego oraz  czgsto$¢ kotowa
momentu wymuszajacego.

Przyjmujemy nastgpujace warunki poczatkowe (0 <x <I):

(24) ¢’(x’ 0)=03 (0:(X, 0)=0
Réwnanie (2.2) jest réwnaniem catkowym typu Volterry ze wzgledu na funkcje
0xx (x, 7). Na podstawie [2] rdwnanie to ma jedyne rozwiazanie ograniczone
Pxx (x, t) =0.

Stad
(25) o (x, )=xp()+f(0),

gdzie ¢ (¢) 1 f(¢) sa poszukiwanymi funkcjami czasu (*). Zgodnie z warunkiem brze-
gowym (2.3) f(t)=0 i dostajemy

26 o(x, )=xp(1).

Warunek brzegowy (2.3) przy uwzglednieniu (2.6) wystarczy do opisu wymuszonych
drgan skretnych swobodnego korica preta obcigzonego masg. Nalezy zatem znalezé
rozwigzanie ¢ (¢) nastgpujacego réwnania rozniczkowo-catkowego:

2.7) T [Gocp(t)— | y/g(t—0)¢(0)d0]+JI(Z(t)=Mo sin ot

przy warunkach poczatkowych
28 9(0)=0, ¢(0)=0,
otrzymanych z (2.4).

Roéwnanie (2.7) mozna rozwigzaé postugujac si¢ transformacja Laplace’a [3]
lub sprowadzajac je w pewnych przypadkach do réwnania rézniczkowego. Metoda
rozwiazania zalezy od postaci funkcji w,(z—0). Nalezy wiec znalezé analityczng
postaé funkcji relaksacji. Natomiast doswiadczalnie prosciej otrzymuje si¢ funkcje
pelzania @ ().

(Y) Mamy nadzieje, ze uzycie jednego symbolu ¢ na oznaczenie dwoéch réznych funkeji ¢ (x, )
i ¢ (#) nie utrudni Czytelnikowi przeczytania pracy. %
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Migdzy funkejami pelzania i relaksacji zachodzi nastgpujacy zwiazek catkowy [4]:
13
(2.9) fw(t—0)¢(0)d0=t,
0

ktory mozemy traktowac jako réwnanie catkowe ze wzgledu na funkcje relaksacji,
gdy znamy funkcje pelzania.

Przypusémy, ze
(2.10) ; ®(t)=A-+Bt—Ce™ ",

gdzie A, B, C i D sa stalymi (taka postaé¢ funkcji pelzania daje przeprowadzone
doswiadczenie, por. p. 5). Z (2.10) wynika zalezno$¢

1
2.11 : e
@.11) Yo7 Tl
Roéwnanie catkowe (2.9) z funkcja pelzania (2:10) rozwigzujemy stosujac transfor-
macj¢ Laplace’a oraz korzystajac z twierdzenia o splocie [5]. Otrzymujemy wtedy

D+ D+
2.12) y (1)=G ( LIEY s ] e’ ’)Eoce”1 t— feP>*,
Pl P1—P2
gdzie
1
(2.13) p1,2= Go[~(AD+B)£V (AD—B)*+4BCD].
Zatem
(2.14) Wo(t—0)=—ap, e~ fp, e~

Wstawiajac (2.14) do réwnania (2.7) otrzymujemy nastgpujace réwnanie rézniczko-
wo-catkowe:

(2.15) Jo{Go(p(t)— [ 1Bp2em = —ap, em'-“)]¢(9)d9}+J1¢3(z)=Mosinwt.
0

Réwnanie (2.15) daje sig¢ sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego. W tym celu
dwukrotnie rézniczkuje sie (2.15) wzgledem czasu. Z trzech réwnan: réwnania
(2.15), zrézniczkowanego (2.15) i dwukrotnie zrézniczkowanego réwnania (2.15)
wyeliminowano catki. Otrzymujemy wtedy réwnowazne réwnaniu (2.15) réwnanie
rézniczkowe ‘
(2.16)  Jig —JI(ps+p2) 9+ Go+Jlpy p2) p+1Jo (aps = fp2) —

—Jo Go(p1+p2)] 9=Mo(py pr—@?) sin ot — Mo (p,+p,) cos wt .
Po wprowadzeniu pomocniczej funkcji u (f)=¢ (¢) i po skorzystaniu z (2.13). Otrzy-
mujemy
2.17) Jlu+JIGy (AD+B) 1+ Go (Jo+JIBD) ti+Jo Go Du=

=My (GyBD—w?) sin wt+My G, w(AD+B) cos wt .
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Ogodlne rozwiazanie tego réwnania ma postaé
2.18) u(t)=uqy(t)-+N sin wt-+P cos wt,

gdzie u, (7) jest ogélnym rozwigzaniem réwnania jednorodnego, a N i P sa stalymi,
ktore nalezy obliczy¢.

3. DRGANIA SWOBODNE

Najpierw zajmiemy si¢ drganiami swobodnymi preta lepkosprezystego. Réwnanie
opisujace drgania swobodne otrzymamy wtedy, gdy w réwnaniu (2.17) przyjmiemy
My=0, czyli

@3.1) Jtto-+J1Go (AD+B) fig-+Go (Jo+JIBD) t1g+Jo Go Ditg =0.

Rozwiazania tego rownania poszukujemy w postaci u, (f)=e". Réwnanie charak-
terystyczne jest rownaniem trzeciego stopnia o dodatnim wyrdzniku [6]. Zatem
réwnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek rzeczywisty r, i dwa zespolone
sprzezone r,=a-ib oraz ry=a—ib. Po skorzystaniu ze wzoréw Cardana okazuje
sig, Ze pierwiastek rzeczywisty oraz ze czgsci rzeczywiste pierwiastkéw zespolonych
sa ujemne. Zgodnie z [6] rownanie (3.1) ma nast¢pujace rozwiazanie:
(3.2 uy(t)=C, €'+ C, e* cos bt+C; e sin bt,
gdzie C;,C, i C; sa statymi.

Pamigtajac, iz u (f)=¢ (t) oraz biorac pod uwage zwiazek (2.6) otrzymujemy
ostatecznie rozwigzanie opisujace drgania swobodne dolnego korca preta:
(3.3) o(l,t)=D, e""+D, " cos bt+D; e* sin bt+D,,

gdzie D; sa statymi, ktére mozna wyznaczy¢, gdy znamy warunki poczatkowe dla
drgan swobodnych. Rozwigzanie powyzsze przedstawia drgania zanikajace, odbywa-
jace si¢ z czestosScia kotowa b wokét potozenia Dy e™'+D,.

4. DRGANIA WYMUSZONE

Obecnie zajmiemy si¢ ustalonymi drganiami wymuszonymi rozwazanego swo-
bodnego konca preta. Nalezy zatem pomingé rozwiazanie ogdlne réwnania jedno-
rodnego, otrzymanego z réwnania (2.17). Pamietajac, ze w=¢ i uwzgledniajac
(2.18) oraz (2.6) otrzymujemy rozwiazanie przedstawiajace drgania wymuszone
preta lepkosprezystego:

P
“4.1) %S,(x,t)—zxsmwt—gxcoscot,

gdzie
iy MoJo Go {[Go(AD+B)— D] w?+Go BD?}
[lw? — Go (Jo+-JIBD)? 0*+ G2 [Jo D—JI(AD+B)o?)? *
Mo @{—Jlw*+Go [2JIBD+J, —JIGo(AD+B)?] &*-+G2 DX(J, A~ JIB2)}
Ty [Jle? — Go(Jo+-JIBD): 0*+ G2 [Jo D—JI(AD+B) 0?2

“4.2)
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Wprowadzamy w znany sposéb amplitude 4 (x, ) drgan ustalonych i kat § przesu-
nigcia fazowego:

X N
(4.3) A(x’ w):;'/NZ_*_PZ £ tga(w)= _F.

Wowczas rozwiazanie (4.1) przyjmuje postaé
(44 Pust (%, 1) = A (x, @) sin (w1+0).

Zatem wymuszone drgania ustalone sa drganiami harmonicznymi o czgsto$ci réwnej
czesto$ci momentu wymuszajacego o amplitudzie 4 (x, w) i sa przesunigte w fazie
o kat ¢ (w) wzglgdem momentu wymuszajacego.

5. OPIS DOSWIADCZENIA I WYNIKI POMIAROW

Omawiane nizej do$wiadczenie ma na celu zbadanie przydatnos$ci przedstawio-
nych rozwazan teoretycznych do obliczenia czgstotliwosci drgan swobodnych preta
lepkosprezystego oraz do znalezienia

czestotliwosci rezonansowej drgan wy- Y /,g//;y///

// 7 /,//, I / , /, v/,:/. %

muszonych. é/é//// //j///////// /é///f/ 7
Prébka z migkkiej, czarnej gumy LAIIII P77 4410

miala ksztalt walca o przekroju koto-
wym. Jej $rednica 2R=7,4-10-3 m,
dhugoéé 1=5,0-10-2 m, moment bez-
wladnosci wzgledem osi geometrycznej
J,=2,05-10"8 kg m?. Gérny koniec
probki byl umocowany nieruchomo,
na drugi koniec dziatal moment sity
M (t)=M, sin wt, My=const. Wektor
momentu sity M (z) miat kierunek osi
preta. Warunki t€ zrealizowano nastg-
pujaco: do dwdch koncéw prébki
(rys. 2) przyklejono mosi¢zne, kotowe
plytki, gérna plytke przykrecono do
sztywnego, pionowego preta 1 umoco-
wanego w masywnej ramie 11; dolna 7/~ /

\

plytke przykrecono do obudowy cewki 7777 — A /
, : : G/ ! Z
6. Cewka ta znajdowala si¢ w radial- //// 9
nym, w obrgbie ruchéw cewki, syme- ///é/if/ “ / /
i § b5 T 0 7

trycznym polu magnesu stalego. Mo-
2 v Rys. 2
ment bezwladnosci (wzgledem osi obro- = !
: 5 1 - pret aluminiowy, umocowany nieruchomo, 2 - nierucho-
tu) cewki z dolng plytka J=3,75-10 ma plytka mosi¢zna, 3 - prébka, 4 - plytka mosigzna rucho-
kg m2. wymuszenie sinusoidalne uzys- ma, 5-lusterko, 6-cewka (ruchoma), 7-walec zelazny,

i 7 i nieruchomy, 8- magnes staly, 9 -igla prowadzaca, 10 - ka-
kiwano doprowadzajac do cewki prad pilara, 1¥=rama drewniana,
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z generatora drgan akustycznych. Dolny koniec cewki mial prowadzenie iglowe.
Kat skrecenia konica probki mierzono metoda optyczna.

Najpierw przeprowadzono prébe pelzania prébki przy skrecaniu. W tym celu
przepuszczano przez cewke prad staly o natezeniu 7 przez 14 dni. Kat skrecania
@ (l,t) dolnego konca preta rejestrowano optycznie na papierze S$wiattoczutym,
nawinietym na obracajacy si¢ walec [7]. Funkcje pelzania @ (f) otrzymujemy ko-
rzystajac ze wzoru [7]

nR*o (1, t)
(5.1 AL i TV R

gdzie M jest statym momentem sity, skrecajacym probke, M=ki, przy czym k jest

stala, ktora wyznaczono doéwiadczalnie, mianowicie zamiast probki gumowej
umocowano w opisanym urzadzeniu drut stalowy o znanych wymiarach i znanym

4 o(t) 10°[m%N]
70 -
60

&0

40

30 i+
2
40T { 1 A, | | ! 1 1 | ] 1 1 1 L T e
0 40 80 20 160 200 240 280 320
t[h]
Rys. 3

module sztywno$ci. Dla kilku réznych wartoSci natezenia pradu odczytano kat
skrecenia cewki i skorzystano ze znanego wzoru M=nG'r'* ¢'[2l', gdzie G’ ozna-
cza modul sztywnodci stali, 7’ promief drutu, /" jego dlugo$¢. Pomiar wykazal,
ze moment sily jest proporcjonalny do natezenia pradu elektrycznego, a stala k=
=1.85.10-3 Nm/A. Zatem znajac natgzenie pradu stalego mozna obliczyé moment
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skrecajacy. W przeprowadzonym do$wiadczeniu i=0,150 4, a wigc M=2,78-10-4
Nm. Otrzymana na podstawie (5.1) funkcj¢ pelzania przedstawia wykres na rys. 3.
Obliczony na podstawie zapisu na papierze $wiatloczutym modutl sztywnosci na-
tychmiastowej dla badanej gumy wynosi G,=7,8-10° N/m?2. Dla czaséw dtuzszych
od okoto 180 godzin badany materiat petza liniowo, a obliczony na podstawie prosto-
liniowej czesci wykresu wspotczynnik lepkosei #=8,3-1012 Ns/m?.

L(tnT)h

-3 -2-1 0 S 4 6 8 10 12 14 16
InT (t[s])
Rys. 4

Postugujac si¢ metoda podana w [4] znaleziono pierwsze przyblizenie logarytmicz-
nego widma czaséw retardacji, ktére przedstawia rys. 4. Widmo to rozciaga si¢ az
do e'? s, co wskazuje, ze badana guma nie daje si¢ opisaé prostym modelem reolo-
gicznym.

Nastepnie rejestrowano na papierze §wiattoczutym drgania swobodne wypoczetej
prébki. Pret drgal swobodnie po udzieleniu cewce krétkotrwalego impulsu prado-
wego. Zapis drgan swobodnych na papierze fotograficznym przedstawia rys. 5.

—\ /\V[

Rys. 5

Predkos¢ przesuwania si¢ papieru wynosita 0,339 m/s. Obliczona stad czgstotliwosé
drgan swobodnych wynosi okolo 17 Hz.

W koncu zbadano zaleznoéé amplitudy drgan wymuszonych od czgstotliwosci
momentu wymuszajacego poczawszy od 9 Hz. Amplitudowa krzywa rezonansu

przedstawiona jest na rys. 6. Dla czestotliwo$ci 15 Hz amplituda ma wyrazne maksi-
mum.
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b4-10°

2+

16

2.1

Rys. 6

6. ZESTAWIENIE WYNIKOW DOSWIADCZENIA Z WYNIKAMI OBLICZEN

W przeprowadzonym doswiadczeniu stosunek momentu bezwladnosci probki
do momentu bezwladnosci cewki z ptytka J,/J=5,47-103. Mozna wigc przyjaé,
ze cala masa skupiona jest na koncu preta, co zalozono w czgéci teoretycznej.

Na rys. 7 przedstawiono funkcje pelzania dla czasu 7<<180 s. Taki okres czasu
wystarczal do wykonania pomiaru zalezno$ci amplitudy drgain wymuszonych od
czestotliwoéci wymuszajacej, a tym bardziej do zarejestrowania drgaf swobodnych

Ao (t)108 [m¥/N]

& ______———0"

20 _’___o_._.,—o———"‘y/x

% O/vc/ AR

B o wyniki doswiadczenia

1 _dé’"é = wyniki wg. (210)

12

v S Y B T Sy IS o s RN S s S B S B P e
0 20 40 60 80 100 129 140 160 180 t [5]

Rys. 7

preta. Wzor (2.10) dobrze przybliza (rys. 7) funkcj¢ pelzania w rozpatrywanym
przedziale czasu przy nastgpujaco dobranych statych: 4=17,2-10-% m?/N, B=
=2,38:10-1° m?/Ns, C=4,29-10-% m?/N, D=1,17-10-* 1/s. Korzystajac z tych
wartosci liczbowych oraz przytoczonej na wstepie teorii mozna obliczyé czestotli-
wo$¢ drgan swobodnych i czgstotliwo$é rezonansowa.
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Rozwigzanie réwnania charakterystycznego dla (3.1) daje r;=-0,12 1/s,
a=—0,020 1/s, 5=100 1/s. Stad po uwzglgdnieniu (3.3) wynika, Zze drgania swobodne
sa tlumione i zachodza z czgstotliwoscia 16 Hz. Czgstotliwo$¢ drgan swobodnych
wyznaczona doswiadczalnie wynosi okoto 17 Hz.

Jezeli chodzi o drgania wymuszone, to obliczenia numeryczne przeprowadzone
na podstawie (4.4) wykazuja, ze amplituda ma maksimum dla czestotliwosci 17,5
Hz. Dos$wiadczalnie wyznaczona czgsto$¢ rezonansowa wynosi 15 Hz.

7. ZAKONCZENIE

Poréwnujac wyniki do$wiadczenia z obliczeniami teoretycznymi uwazamy,
ze zgodno$¢ teorii z doswiadczeniem jest zadowalajaca. Rozwazania teoretyczne,
przedstawione w poczatkowych punktach niniejszej pracy, sa przyblizone, co prze-
jawia si¢ w przyjeciu zatozen, ze przekroje probki pozostaja ptaskie oraz ze odksztal-
cenie zachodzi bez zmiany objgtosci probki; przyjeliSmy rowniez, Zze gestosé liniowa
probki réwna sig zeru, wreszcie zapisaliémy analitycznie funkcje pelzania jedynie dla
czasow krétszych od trzech minut. Zastrzezenia moze budzi¢ réwniez zatoZenie,
ze badana guma jest materiatem liniowym. Okazalo si¢ jednak, ze w badanym zakre-
siec odksztalcen zalozenie to jest poprawne.

Bardzo dzigkujemy prof. dr Jadwidze HALAUNBRENNER za podanie tematu pracy
za pomoc podczas przeprowadzania i opracowywania doswiadczenia oraz za opie-
ke, dzigki ktoérej praca zostala ukonczona. Dzigkujemy prof. dr Kazimierzowi
Piszczkow1 za cenne wskazowki w trakcie wykonywania pracy.
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Pe3iome

MEXAHUYECKU PE3OHAHC IPU KPVTWIBHbBIX KOJIEBAHUSIX
BA3KO-VIIPYT'OI'O CTEPXHA

PaboTa, KacaeTcsi sIBJIEHHSI PE30HAHCA, B CTEPKHE KPYrOBOTO UHWJIMHADA, W3rOTOBJIEHHOTO
H BA3KOynpyroro marepuana 6e3 crapenus. Lleas paGoThl COCTOMT B WCCIEAOBAHUA IPUTOAHOCTH
DPUBEICHHOM TEOPHH, AJIS ONpPEeeIeHus YaCTOTHI CBOOOMHBIX KOoNebaHuii M PE30OHAHCHOM YaCTOTHI
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CTEepXKHs. BepxHuii KOHEI CTePXHS HENOABIKEH, HA HIKHEM KOHIIE, HAXOJHTCS Macca C MOMEHTOM
HHEPIMHK Tropasfo GoJbIFM MO CPABHEHHIO C MOMEHTOM HHEPUMH CTepxHs. Ha HumkxuRmi KoHEI
JEUCTBYET CHHYCOMOAJBHO NEPEMEHHBIH MOMEHT CWJIBI, BHIHYXAAIOIIWI KPYTHJIBHEIE KOJeOaHMS.
Haetcs, Takxe, ypapHeHHe KOJIeOaHWN ¥ €ro pelleHwWe, OpH AAHHOK (GYyHKUHHM NOI3y4YeTH.

B sKCnepHMEHTATbHON YaCTH UCCHEAYETCs ITOJYYHTh CTEPIKHUS NPH KpPYYeHWi, COOCTBEHHBIE
KOjIeGaHust CTEPIKHS M 3aBUCHMOCTh aMIJIUTY/IbI KOJIeOaHMit HMKHETO KOHIA CTEPXKHS OT BBIHYXKAa-
JOIIeit YacTOTHI. B 3aKiroueHre, CPABHUBAIOTCS SKCOEPHMEHTANILHBIE U TEOPETHYECKAE Pe3yIbTATEL
CorlacoBaHHOCTE PE3yJIbTATOB YIOBIIETBOPHTEIbHAS.

- SUMMARY

MECHANICAL RESONANCE NEAR TWISTED VIBRATION
IN A VISCOELASTIC ROD

This paper concerns the resonance phenomenon in a rod of circular diameter made of visco-
elastic material without ageing. The object is to investigate the usefullness of a given theory for
determination of the free intensity vibrations and resonance intensities of the rod. -

The upper end of the rod is fixed; at the lower end the mass of the moment of inertia is greater
than the moment of inertia of the rod. On the lower end acts a sinusoidally variable moment of
a force compelling twisted vibrations. The equation of vibration and its solution for a given creep
function is given. In the experimental part investigations were made of the creep of a rod during
twisting, vibrations of a rod, and the dependences of the amplitude vibrations at the lower part of
a rod caused by the intensity of the force.

In conclusion, experimental and theoretical results are compared. Agreement of these results
is satisfactory.
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