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OPTYMALNA NIEJEDNORODNOSC PLASTYCZNA
SKRECANEGO WYCINKA TORUSA

ANDRZEJ] MIODUCHOWSKI (WARSZAWA)

1. PROBLEM

Coraz wigkszego znaczenia w praktyce inzynierskiej nabiera problematyka opty-
malnego projektowania elementéw konstrukcji, w szczegdlnosci optymalnego wy-
boru wlasnodci stosowanych materialéw. Takimi elementami sa m.in. skrecane
prety jednorodne lub niejednorodne (niejednorodnos$é ta moze byé spowodowana
np. zlozeniem preta z kilku pryzmatycznych czesci o réznych granicach plastycz-
nosci; moze si¢ tez ona zmieniaé w sposéb ciagly wskutek zabiegéw technologicz-
nych). Z punktu widzenia zastosowan praktycznych interesujacymi moga byé
nastgpujace zagadnienia:

a) chcemy wzmocni¢ pret skrecany wkladkami materialu o wyzszej granicy
plastycznosci; powstaje pytanie, jak je rozmiesci¢, aby zapewni¢ maksymalng nos-
no$¢ graniczna preta;

b) mamy do czynienia ze skrecanym pretem niejednorodnym; interesujacy jest
tu tez problem optymalnego rozkladu granicy plastyczno$ci w danym przekroju
poprzecznym, tzn. taki jej rozklad, ktory zapewni maksymalng nosno$é graniczng
tego preta. Rozwiazanie tego problemu da bezposrednie wskazowki dla inzyniera.
Oczywiscie, nie zawsze mozemy (z innych wzgledéw — technologicznych, uzytko-
wych itp.) zrealizowaé taki idealny rozklad, bedziemy jednak wiedzieli, w jakim
kierunku powinny i§¢ zmiany i ulepszenia.

Problematyka zwiazana z tymi zagadnieniami w odniesieniu do skrgcanych
pretéw pryzmatycznych znalazta juz czeSciowe opracowanie. Pewne rozwiazania,
uzyskane na drodze analitycznej, przedstawiono w pracy [1]. W pracy [2] przedsta-
wiono wyniki otrzymane na drodze numerycznej dla calego zakresu parametrow
zadania. -

Niniejsza praca po$wigcona jest problemowi optymalnej, poprzecznej, ciaglej
niejednorodnosci preta o ksztalcie wycinka torusa (np. fragment zwoju sprezyny).
Jest ona kontynuacja publikacji [2]; kontynuacja ta dotyczy sposobu postawienia
problemu i zastosowanej metody numerycznej do jego rozwiazania.

Problem wariacyjny, opisujacy ten typ zadania, postawimy tak, jak poprzednio
{2]. Wprowadzmy cylindryczny uktad wspétrzednych r, v, z w taki sposob, aby 0§ z
byla skierowana prostopadle do plaszczyzny torusa (rys. 1). Biorac pod uwage
réwnania plastycznego skrecania wycinka torusa [3] o poprzecznej ciaglej niejedno-
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rodnoéci plastycznej [4], mozemy tatwo sformulowaé problem ekstremalny naste-

pujaco.

W obszarze D poszukujemy takiej ciaglej funkcji naprezen u (x,y) i takiego
rozkladu granicy plastycznosci k (x, y), dla ktérych przy spelnieniu warunkéw

|grad u(r, z)|

r2

(1.1)

osiagga maksimum funkcjonat

=k(r,z), [u(r,z)]c=0,

: :
k§km@<h,-ﬁﬁjkm@w¢=m
a4

1 Py b
(12 10,0= [ — draz,

D

gdzie D oznacza przekrdj poprzeczny rozpatrywanego preta, ¢ brzeg D, k, i k,
odpowiednio dolna i gdérna dopuszczalna warto$¢ granicy plastycznosci, S (D)

zA

Rys. 1

pole przekroju poprzecznego D oraz A pewna
stala. Przyjmiemy poza tym, ze wprowadzo-
ne w (1.1) i (1.2) wielko$ci sa wielko$ciami
bezwymiarowymi (sa odniesione do odpo-
wiednich parametréw, np. gdérna granice
plastycznosci k, przyjmowaé bedziemy stale
za réwna jednosci, a dolna k, odpowiednio
0,75; 0,50; ... itp.). Stata 4 ma sens $redniej
granicy plastycznosci, przy czym

(1.3) ki <A<k,

tzn. jest zawarta pomiedzy warto$ciami, ktd-
re odpowiadaja przypadkom wystepowania
w polu przekroju poprzecznego tylko mate-
riatu jednorodnego o granicy plastycznosci
k; Iudb k,.

Ten sposob zapisu zwigkszy jego przejrzysto$é i pozwoli na prosta interpretacje
danych wejsciowych i otrzymanych wynikdéw.

2. METODA ROZWIAZANIA

Obliczenia numeryczne tak jak w [2] przeprowadzono dwoma etapami. Zasto-
sowanie «niepelnej metody gradientowej» pozwolito na latwe zbudowanie rozwig-
zania zerowego, spelniajacego wszystkie warunki (dla pewnych parametréw buduje

sie go w sposob trywialny).

Otrzymane rozwigzanie traktujemy jako przyblizone, znajdujace si¢ w klasie
rozwigzan dopuszczalnych. Jest ono rozwiazaniem wyjSciowym dla otrzymania
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doktadniejszych wynikéw w oparciu o «zmodyfikowana metod¢ lokalnych wa-
riacji».

Sposéb podzialu rozpatrywanego obszaru D i technikg¢ przeprowadzonych
obliczen omoéwimy blizej przy okazji omawiania konkretnego przyktadu.

3. PRZYKLAD

Jako przyklad rozpatrzymy wycinek torusa o przekroju poprzecznym
w ksztalcie kwadratu o boku a (rys. 2). Jak widaé, ze wzgledu na symetri¢ wzgledem
osi r wystarczy zbada¢ tylko potowe tego przekroju poprzecznego; dalej zajmowaé
si¢ bedziemy tylko obszarem oznaczonym ABCD na rys. 2. Niech dane z géry para-
metry zadania wynosza odpowiednio: k,=0,75; k,=1,00; A=0,85. Oczywiscie
wielko$¢é A4, ktora jest tzw. funkcja kosztu, spetnia warunek (1.3): 0,75< 4 <1,00.
Parametrem zadania jest tez wielko$¢ p/a, ktéra, mdéwiac nieprecyzyjnie, okresla
«stopieni zwinigcia» wycinka torusa. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, Ze p/a=>5.
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Ze wzgledu na maty stosunek p/a jako rozwiazania zerowego nie mozemy przy-
ja¢ funkcji u(r, z) w postaci plaszczyzny przechodzacej przez kontur przekroju
poprzecznego i nachylonej do tego przekroju pod katem o, gdzie tg «=0,85. Takie
rozwiazanie zerowe spetnia wszystkie ograniczenia (1.1) z wyjatkiem (1.1),. Poniewaz
dla przeprowadzenia obliczei numerycznych w/g niepelnej metody gradientowej
przyjeto podzial rozpatrywanego obszaru tak jak na rys. 3, to rzedne funkcji u (7, z)
w punktach od u (7) do u (14) (w pozostatych wynosza zero) obliczono przyjmujac
za wartos¢ r jej faktyczna warto$é w danym punkcie obszaru ABCD (np. przyjmujac
a=4 mamy r=19 dla u (7) itd.). Otrzymane w ten spos6b rzedne sa danymi wyj$cio-
wymi dla obliczen numerycznych. W trakcie obliczeri przyjmowano warto$¢ r dla
kazdego trdjkata réwna odlegloéci pomiedzy poczatkiem ukiadu wspoirzednych
a Srodkiem jego cigzkosci.

W efekcie przeprowadzonych obliczenn otrzymujemy rozwiazanie przyblizone.
Jest ono rozwiazaniem wyj$ciowym dla drugiego etapu obliczen w/g zmodyfikowanej
metody lokalnych wariacji. Pozwala ona na bardziej precyzyjny podziat (wymagana
jest mniejsza pamigc); bok kwadratu dzielimy na 12 czeéci (kazdy z bokéw tréjkata
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na 3) (rys. 4). Tym razem zmienna r odnoszona bedzie do §rodka kazdego z matych
kwadracikow. Jako wynik przeprowadzonych obliczen otrzymujemy poszukiwane
wielkosci rzednych funkcji naprezenia u (r, z) odniesione do weztéw siatki i war-
tosci funkcji granicy plastycznosci k(r, z) odniesione do $rodkow oczek siatki.
Rezultaty dla naszego przykladu przedstawione sa na rys. 5, gdzie liniami cig-
glymi zaznaczono poziomice modulu gradienta funkcji u(r, z), tzn. poziomice
funkcji & (r, z).

Jak wida¢ z (1.1), postugujac si¢ wielko$ciami bezwymiarowymi mozemy dla
ustalonego p/a rodzing parametrow wyjsciowych zadania przedstawi¢ jako pewien
zbiér dwuwymiarowy: k,/k, i A (por. rys. 6). Powierzchnia trdjkata O, S, I zawiera
wszystkie mozliwe kombinacje danych wyjsciowych. Litery S; i S,, umieszczone

Akalk;
] S RV et s

07 I: pla=5 S s

050 II: p/a=10 B =i JF_@”“ B
0zt E— — e — e —— L-@——

Rys. 6

w malych kwadracikach, oznaczaja oczywiscie rozwiazania trywialne, gdy w catym
polu przekroju poprzecznego wystepuje jeden materiat. Cyfra 1 oznaczono w tym
zbiorze rozwigzanie przedstawione na rys. 5. Przeprowadzono poza tym obliczenia
dla szeregu réznych przypadkéw (m.in. gdy pa=10); wszystkie one odpowiadaja
nastgpujacym danym wyjSciowym:
w przypadku I: p/a=5
1) k;/k;=0,75, ~A=0,85 (rys. 5),
2) kilk, =050, A=085 (1ys- 6),
K k=020 420188 L EYST),
4y ki, =025, A=050""(rys. "8);
W przypadku II: p/a=10
1), k1/kz=20:75; o A=0:85, (tys. 10),
2) kil =0,50; - A=0.85rys.- 1 Dj
Dikilks=025, " - A=0,85 " (rys. 12),
4) ky/k;=0,25, A=0,50 (rys. 13).
Obliczenia numeryczne byly przeprowadzone na maszynie Odra 1204 w Zakladzie
Obliczeri Numerycznych IPPT PAN.



b
o

(]
(=]



OPTYMALNA NIEJEDNORODNOSC PLASTYCZNA SKRECANEGO WYCINKA TCRUSA 529

4. DYSKUSJIA

Jak widaé, otrzymali$my rozwiazanie problemu optymalnej niejednorodnosci
plastycznej dla réznych z géry danych parametréw. Wyniki te wykazuja, jak dla
konkretnych danych nalezy zbudowaé rozwiazanie, aby no$no$¢ byta maksymalna
a z drugiej strony pozwalaja na wyciagnigcie waznych wnioskéw natury jako$ciowej.
Analiz¢ t¢ przeprowadzimy dla dwu grup otrzymanych wynikéw oddzielnie: dla
pla=5 1 dla p/a=10.
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Rys. 11

W przypadku kiedy mamy do czynienia zduzym zwinigciem (p/a=15), obserwujemy
zdecydowane przesunigcie stref materiatu «mocniejszego» w kierunku wewnetrznych
warstw zwoju. W zwiazku z tym, kiedy mamy wzmocnié skrecany wycinek torusa
niewielka wkladka z materialu mocniejszego, to powinna by¢é ona umieszczona od
strony wewngtrznej zwoju (rys. 14a). W miare zwigkszania ilo$ci materiatu o wyzszej
granicy plastycznosci rozmieszczenie i ksztalt tych wktadek powinny by¢ projekto-
wane tak jak na rys. 14b i l4c.

W przypadku kiedy mamy do czynienia z matym zwinigciem (p/a=10) opisane
zjawisko przesuniecia zaznacza si¢ zdecydowanie stabiej: rozklad stref materiatu
o réznych granicach plastycznodci jest czgsciowo zblizony do tego, jaki otrzymano
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dla preta pryzmatycznego o tym samym przekroju poprzecznym (rys. 10, 11 i 12
w pracy [2]). Wynik ten mozemy tatwo zrozumieé, jesli zwrécimy uwage na naste-
pujacy fakt: o ile w przypadku p/a=5 nie mozna byto zbudowaé rozwigzania ze-

A B

NNNNNNN

N

Rys. 14

rowego W postaci plaszczyzny, o tyle w tym przypadku (p/a=10) mozna, gdyz
warunek (1.1), jest spelniony; §wiadczy to o zmniejszaniu si¢ wplywu promienia
krzywizny p na rozwiazanie, gdy warto$é p/a rosnie. W zwiazku z tym mozemy po-
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wiedzie¢, ze «dla stabo zwinigtych zwojow»: a) gdy chcemy zwigkszyé no$nosé gra-
niczna niewielka ilo$cia materialu mocniejszego, to wkiadka z tego materiatu po-
winna byé umieszczona od strony wewnetrznej zwoju (rys. 14a); b) gdy chcemy
zwigkszy¢ no$no$¢ graniczna duza ilo$cig materiatu mocniejszego, to wkladki z tego
materiatu powinny by¢é umieszczone symetrycznie wzdhluz wszystkich bokéw
rozpatrywanego przekroju D tak, jak dla preta pryzmatycznego (rys. 13 i 14 z [2]).

Autor dzigkuje prof. J. RYCHLEWSKIEMU za pomoc W opracowaniu tego
zagadnienia.
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Pe3ome

OITTUMAJIBHASA TINIACTUYECKAS HEOIHOPOJHOCTH
CKPYUMBAEMOI'O BBIPE3KA TOPA

B paboTte paccmarpuBaeTcst ONTHMAIBHOE, YIHTHIBAS HECYLIYIO CIIOCOOHOCTB, pacrpe/ieneHue
NNACTHIECKON HEOTHOPOAHOCTH CKPY4YMBAEMOTO BbIpe3ka Topa. IIpeacTaBnsgroTCs IOJYyICHHOE
YUCIACHHBIM TYTEM, PE3yNbTaThl, KOTOPHIE MOTYT OBITh YK€ MOPAKTHICCKAME YKA3aHASMH IJIs
HHXEHepa, 3aHUMAFOIIErocs BONPOCaMM ONTHMAJIBHOTO TIPOSKTHPOBAHNAS 3JIEMEHTOB KOHCTPYKIHH.

SUMMARY

AN OPTIMAL PLASTICAL INHOMOGENEITY
OF A TWISTED SCRAP OF TORUS

In this paper an optimal dissolution of plastic inhomogeneity of a twisted scrap of torus is
considered. Results were obtained by numerical means can be considered as practical suggestions
for an engineer dealing with optimal problems in designing elements of constructions.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 22 lutego 1971 r.





